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CALCUL VECTORIAL

1. Segmente orientate, vectori.
Adunarea vectorilor
Informare si invitare!
® O pereche ordonati de puncte (A, B) din plan se numeste segment

orientat sau vecior legat si se noteazi AB . Un segment [AB] din
plan (A # B) devine segment orientat daci pe ¢l se fixeazi un sens
de parcurgere.

e Punctul A se numeste originea (punctul de aplicatie), iar punctul B
se numeste extremitatea (varful) segmentului orientat AB.

® Lungimea segmentului [AB] se numeste modulul segmentului orien-
tat §i se noteaza FEI

® Dreapta AB se numeste suportul segmentului orientat AB .

e Doui segmente orientate au aceeasi directie daci sunt situate fie pe
aceeasi dreapté suport, fie pe suporturi paralele.

 Doua segmente orientate care au aceeasi directie pot avea acelasi
sens sau sensuri opuse.

re e

® Doud segmente orientate se numesc echipolente daci au aceeasi di-
rectie, acelasi sens si acelasi modul. Notam, de exemplu, AB ~CD.

e Se numeste vector liber multimea tuturor segmentelor -orientate
echipolente cu un segment orientat dat. Orice segment orientat din
aceasta familie se numeste reprezentant al vectorului liber.

@ Pentru a nota un vector liber folosim litere mici (de exemplu i, v,

a, b etc.) sau folosim un reprezentant al sau (de exemplu AB 3

in cele ce urmeaz4, in loc de véct; liber vom spune, mai simplu,
vector. ;

@ Doi vectori se numesc coliniari daci au aceeasi directie.

e Vectorul nul, notat 0, este vectorul de lungime zero. El nu are direc-
tie si nici sens. Poate fi reprezentat printr-un punct. Prin conventie,
vectorul nul este coliniar cu orice vector.

e Doi vectori i si v sunt egali (i scriem# =¥ ) dac orice reprezen-
tant al lui @ este echipolent cu orice reprezentant al lui V.

Adunarea vectorilor
Pentru a aduna doi vectori liberi alegem cite un reprezentant al lor. Asa-
dar, adunarea vectorilor liberi revine la adunarea segmentelor orientate.
Adunarea vectorilor coliniari

e Daca vectorii coliniari @ si b au acelasi sens, atunci vectorul suma G+b
are aceeasi directie si acelasi sens cu cei doi vectori, iar lungimea
acestuia este egald cu suma lungimilor lor: | @ + b j=lal+} b l.

e Daci vectorii coliniari @ §i b au sensuri opuse, atunci vectorul suma
G+b are aceeasi directie cu cei doi vectori, sensul celui mai lung dintre
ei, iar lungimea acestuia este egald cu diferenta intre lungimea celui
mai mare si lungimea celui mai mic dintre ei. :
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Adunarea vectorilor oarecare

Pentru a aduna doi vectori care au aceeasi origine folosim regula pa-
ralelogramului: suma a doi vectori cu aceeasi origine este reprezentati
de diagonala paralelogramului cu aceeasi origine a vectorilor, parale-
logram care are doud laturi consecutive, vectorii dati.

¢ D

AB+AC = AD

A
e Pentru a aduna doi vectori ,inlantuiti”, 4

adicd agezati astfel incat originea unuia
coincide cu extremitatea celuilalt, folosim
regula triunghiului: vectorul suma este dat
de cea de-a treia laturd a triunghiului si are c
originea in originea primului vector, iar ex- il
tremitatea in extremitatea celui de-al doilea. &

AB+BC = AC (relatia lui Chasles)

© Regula triunghiului poate fi extinsi la regula poligonului: pentru a
aduna mai multi vectori ii ,inlantuim”, adica i asezim astfel ncat
originea fiecaruia, Incepand cu al doilea, D
sd coincida cu extremitatea celui precedent;
vectorul suma se obtine inchizénd poligo-
nul, adicd unind originea primului vector
cu extremitatea ultimului vector.

AB+BC+CD = AD 8 A

Proprietitile adundrii vectorilor

Asociativitatea: (a+ l;) +¢é¢=a+(b+7).
Comutativitatea: G+b =b +a. 5 L
Elementul neutru (vectoruinul 0): a+0=0+d=a.
Vectorul opus: pentru orice vector d existd un vector notat —d, care
are aceeasi directie i aceeasi lungime cu &, dar are sens opus. Are
loc relatia: d@+(—d)=(-a)+a=0 - i /1
o Definim diferenta vectorilor d@sib ptin: d—b=d+(-b).
e Observam ca diferenta a doi vectori se poate

obtine si in modul urmator: se agaza cei doi

vectori astfel incét acestia s3 aiba aceeasi = a-b
origine §i li se unesc varfurile. Vectorul @ —b
este cel care uneste cele doud varfuri, avand z

originea in vérful lui b.

i

Aplicatii

1. Se considera hexagonul regulat ABCDEF,
punctele M, N, P, O, R, S mijloacele laturilor
[AB], [BCL...., [FA] si O centrul sdu.

Scrieti: e

a) segmentele orientate care au aceeasl di-
rectie cu AB; i
b) segmentele orientate care au acelasi senscu AB;
¢) segmentele orientate care au aceeasi lungime cu AB;
d) segmentele echipolente cu AB.

Solutie

¢) BC, CD, DE, EF, FAsau OA, OB, OC,OD,OE,OF etc;

d) OC, ED, FO.
s
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SIRURI

1. Siruri de numere reale. Siruri monotone.
Multimimarginite. Siruri marginite

Informare si invatare!
Definitie
Dacd A s1 B sunt doud multimi nevide de numere reale, orice functie
/ : A— B se numeste functie numerica.
Sirurile de numere reale sunt functii numerice f:A, — R. definite
pe A, ={k,k+1,k+2,..}, unde k€ IN, valorile functiei fiind termenii
sirului @, = f(n). De cele mai multe ori k=0=>A, =N sau k=1=
=A = IN". Este suficient ca sirul si fie identificat prin multimea or-

donatd a valorilor sale, notatd (a,), 4, -

Sirurile pot fi identificate:

@ prin enumerarea termenilor, sugerand o reguld: a,,4a,.,.q,.,,... (in
acest caz, existd riscul ca regula sugeratd sa nu fie unica);

e prin termenul general (legea de corespondenta a functiei): a, = f(n),
Vn2k;

e printr-o relatie de recurenta care exprima orice termen de la un rang in
sus in functie de termenii precedenti: a,,, =@(n, a,, @y, Gy yns - G, s
Vn 2 p, insotita de precizarea primilor termeni a;, a,, ..., a

Definitie

e Sirul (a, ), este strict crescator dacd si numai dacd a

n+l

»

—a, >0
VnelN, respectiv este strict descrescdtor dacd si numai dacd

a,.,—a,<0. Vne N In oricare dintre aceste doud cazuri, putem spune

N+
cé sirul este strict monoton.

~~

o Sirul(a,),.yeste crescdtor daca si numai dacda, ., —a, 2 0,Vne NN,
respectiv este descrescator daca si numai dacd a,,, —a, <0,Vne N,
in oricare dintre aceste doud cazuri putem spune ca sirul este #0noton.

Teorema

Daca sirul (a,),. 4re termeni strict pozitivi, atunci el este crescator
o . = . a 5

dacit —22L>1 ¥ne IN si este descrescatordaca ol 1 Ve IN.

n &

(Jbservatie: Teorema este valabild si pentru stricta monotonie daca

inegalitatile sunt stricte.

Defir:itii

e O submultime A ¢ R, A # R este marginita daca si numai daca exista
P >0, astfel inct lal< P. Vae A

o Sirul (a,),.x €Ste marginit dacd multimea (a,,Ine IN} este marginita.

ne

2. Siruri convergente. $iruri cu limita infinita.
Criterii si proprietati

Informare si invatare!
Definitie
Multimea R =R U {~oo, + 0} se numeste dreapta incheiata.
Observatie: +oo nu sunt numere reale.
Definitie
Un sir (), are limita le R dacd si numai daca in afara oricdrei
vecinatati a lui { existd cel mult un numdr finit de termeni ai girului. Se
scrie hm x, =1 sau X, — 1
Daca '{xﬁwsir are limita /e R, spunem c sirul este convergent. Daca
sirul nu are limita finit sau nu are limita spunem cé este divergent.

-~



Criteriul de convergentii cug ‘

o Sirul (x,), . v are limita /€ R daca si numai daca Ve>0, existin e I

astfel incit pentru orice 7> n, avem [x, —l|<&;

o Sirul (,), . are fimita oo dach §i numai daci Ve >0, existin e N

astfel incét pentru orice 7 > n, avem x, >€;

o Sirul (x,), o are limita —o dacd §i numai daca Ve >0, existin e N

astfel incat pentru orice 7> n,, avem x, <—&.

Observatie: Pentru limita finitd se subintelege € oarecare, oricit de mic, ‘

iar pentru limita infinita se subintelege € oarecare, oricit de mare.
Pentru sirul (x,),cn §i ko <k <k, <..<k, <., cu k,e NVpeN,
sirul (% ), Se numeste subsir al sirului (x,),  x-
. Proprietiti .
" ® Limita unui sir, daca exista, este unica.
© Natura unui §ir (convergent sau divergent) nu se schimba daca:
— schimb@m ordinea termenilor;
— intercal#m un numdr finit de termeni;
— excludem un numiar finit de termeni.
e Orice sir convergent este marginit.
& Orice sir strict crescitor §i nemarginit are limita oe.
® Orice sir strict descrescitor §i nemarginit are limita —oo.
® Daci un sir are limit3, atunci orice subsir al sau are aceeasi limitd.

e Daci intr-un §ir existi doud subsiruri cu limite diferite, amnclsud' :

ambele aceeasi limita, atunci girul are acea limitd (cu generalizare fa

un numir finit de subgiruri).
® Dacisiral (x,),.y Cu X, 20, Vne IN arelimita Z atunci /> 0.
o Daci sirul (x,),, .  are limita 7, atunci sirul ([x,}), .  are limita|f] .

o Daci sirul (|x,}), o ©ste convergent 12 0, atumci sirul (x,),, ¢ w €St€
convergent la 0. . )
e Dacid sirul (%,),cn C2 termeni nenuli este strict monoton §i nemar-
ginit, atunci irul (¥,),cw C8 Ya =—L,Vne IN este convergent la 0.
2 x,

oDacﬁsxml(x),,E,esxecunvergmtlaQ iar sirul (3,),, €ste Mar-
ginit, atunci sirul (z,), ), <  definit prin z, = =x,y,.Vne N este conver-
gentla 0.

Criteriul majoririi
e Dacd (¥, )pew este un §ir convergent 120, [e R siexistdi ke N,
astfel incit |x, —1| < y, . pentru VA 2k, atunci lim x, =I.
e Dacd (¥, )pemw este un §ir cu limita o sleausté ke N, astfel incit
x, > ¥, pentru V n2k, atunci SImx =oa.
ODacﬁ(}n),,Emestennsncufxmta —o siexistd ke IN, astfel incat
x, <y, pentru V n2k, atunci P_tgxn =—oa.

Operagiicugirm'icomcrgenie
Fiind date doud siruri convergente, (a,),c w ¥ l'rman =asib)en
cu hmb =0 aﬁmmsnrmleobgmmpnnopermm;ermmude

si
l ran ,azuncxcandaces!eoperam“sens. sunt convergente
:fxchf;mogtmmﬁdmopermcmespmzﬂomemmaslb adica:

e lim(a, +b,) = a+b:

n—3e=

e lim(a,-b,)=a-b; iﬂpﬂﬁmgﬂ(“'%):a'a’vae &
n—yea

® lim(an)‘*‘ =d {excepéﬁmi situatia a=b=0, care este caz de nedeterminare).
n—es ;5



Trecerea la limité in inegalitati,
Find date doud siruri convergente, (a,), .y CU lima =4 $i(b,)pe
cu limb, =b, dacd exista ke IN, astfel incita, <b, Vn>k atunci g £

i s
< (Criteriul clestelui
Fiind date dou siruri ()c"),,em cu hm x,=0st (y )neIN cu hmv =
dacd pentru sirul (z,), . existd ke IN, astfel incat x, < <z Z, 50 m ;
Vn2k, atunci sirul (zu),iEJIN este convergent si hmz =L

Citeva teoreme despre siruri convergente
@ Un sir monoton $i marginit este convergent (Weierstrass).
® Orice §ir monoton are limita.
@ Orice sir convergent este marginit.
® Orice sir mérginit contine un subsir convergent (Cesaro).

3. Numarul e. Siruri cu limita e. Alte limite remarcabile
Informare si invatare!
Teorema

/ n
Sirul (e,),ey cu termenul general e, =(1+l) este convergent §i
n ~

lime, =e (primul numdar al lui Euler).
-0

Numarul e este irational si e = 2,71828.., 2 <e < 3.
Consecinta :

it
Daca lim x, =0, atunci lim =(+ux, T

n—yee li-—yoa

Caz particular: lim =( —%} .

no—res

Teorema

;"'-‘v“ e ‘4‘%"‘"7I’\;

e

Situl (£, cu termenul general £, Z—‘— este convergent si hm E, =e

k()

Teoremi (limite de siruri remarcabile)
Daca lim x, =0, atunci:

1—y00
1) lim & il =1Ina, pentru V g € (0. o) — {1};
n=po0 »
2) lim M=1.
= o0 ”” g
i il *
syimiail 2yt
=00 /\‘”
sinx,, iz,
4) lim—2L = lim =%t =1;
=00 Xn =300 ,\'”
5 lim aresiny, _ o arctg x, _ L
n—yee .\T)T o x”
Teoremi

Sirul (¢, ), »s cu termenul general ¢, =14 +=

|

1
3

vergent i notdm lim ¢, =7, unde ye (0,1)~®.
R0

¥=0,57721...

(constanta lui Euler).

Heds

+ b Inn este con-
n



