
Fetsc $imisl Uietor$licolae

&-!emBrstor
'',.'M:

psrW,* le 9i1?
. Gmmeffie

.fimatiz[ ffiatid



Descriwa CIP este disponibili
ls Bibtior€a Nafionald; Rom6niei

@ Edirum NICULESCU. 20t7
Bd. Regiei 6D, 060204 _ Bucurelti, Romania
Telefon:021 lt29.t B2:Fzx:O2l 31297 83
E-mail: editua@niculesu.ro
Intemet: www.niculescu.ro

Comnzi online: www niculescu.ro
Comnzi e-mail: corcnzi.scoala@niculesu.ro
Corcnzi rclefonice: { r17 I O2O 2't 6. O3i I 343 580, 037 I 460 442. 02 I 3 12 g.1 82

Redaftor: Lucian Celianu
Tehnorcdactor: $erban-AIexardn poDini
Copena: CaJmn Lucaci

Tiprrit in Romenia

rsBN 978-973-748_976_0

Toate drepturile rezflale. Nicio mrte , eeslei cd4i nu poale fi reprcdusi sau transmise sub niciofome ii prin niciun miiloc, etectonic sau mcanlc, inlfusiJ prin fooc6pl*lirr"gi.f.* ,ru prin oriausislm de stocats $i accesare a datetor, tara pemisiunm gOiuri fifilii!ur@ neresp€cta€ a acestor Dreredei mndue.h mod automat h respunderea penali fala de legrlenalionale giintemaljonalo Fivind prcpdetatea intetectuala. 
- - -.- ve'|w F'|'|i

Edilura NlculEscu 6b parBsf i dbtbuibrotuiaroxFoRo uiln ERsrrv rtEss h Ror6nia
E-mait oxfor@nicuhssu.ro; hkirnot ww.orford{icuhscu.rc

.*-

Cuprins

GEOMEIR|E..... ..............-:.--...."9

CAPIT0LUL l. Calcul vect0ria|......................... ..........10

1 . Segmente 0rientate, vectori. Adunarea vectori10r.........................1 0

2. inmultirea vectorilor cu scalari. Vectori c0|iniari..................:.......16

3. Descompunerea unui vector dupl doi vectori necoliniari.

Vectoriintr-un reper cartezian... ....................,...19

4. Vectorul de pozilie al unui punct in plan ......................................22

5. Teoremele lui Thales, Menelaus, Ceva, Sylvester si a bisectoarei.....25

CAPITOLUL ll. Elemente d6 trigonometrie .................27

1. Unghiuri si arce. Rapoarte constante

in triunghiul dreptunghic (sin, cos, tg, ctg)..................................27

2. Definirea si semnul functiilor trigonometrice.

Formula fundamentaE a tri90n0metriei....,..................................30

3. Paritate, periodicitate. Funcfiile trigonometrice

ale sumei sau diferenlei de un9hiuri......,.....................................32

4. Formule trigonometrice ale ardului dublu $i ale iumetelii de arc...34

5. Formule pentru translormarea sumelor $i diferenlelor in produse...34

CAPIT0LUL lll. Aplicalii ale trigonometriei in geometria phne............36

1 . Aplicafii ale trigonometriei in.9e0metrie.....................,.................36

2. Produsul scalar a doi veclori. Teorema cosinusului.

Condi!ii de perpendicu|aritate......................................................37

3. Rezolvarea triunghiului dreptunghic $i a triunghiului oarecare.....3B

CAPITOLUL lV. Func!ii trigonometrice inverse. Ecuatii trig0nometrice....40

1. Funclii trigonometrice inverse .....................,.....40

2. Ecualii trigonometrice .............. .........................43



CAPIT0LUL V. Elemcnte de geometrie analiticil..".."...,..-.;"...-......--..-.48
1. Distada dintre deri Fescte" Miilocul umi segmettt*....--............48
2. Eunfiialedreptcih p1an......... ..........,..-............48
3. Condifii de parablisn, cordigi de perpendicularitate

a do$e drepte din ph, Calcule de distantB..--.-..........--...........,....49
4. Aptbaf ii afe detcrmtuwgibr in geometria analitici.--.*.,...,.,.......50

ANAUZI MATEMAilCi .............51

CAPITOLUL 1. $kuri.............. ...,......52
1. $iruri de numere reale. $iruri monotone.

Mu$rni mirgi*ite. $irud mtrrgi*ite..-...........................................52
2. $uuricowergente $Furicu limiltr infmitf, Criterii gi prop&t{i......53
3. Numtrrul e. $iruri cu lirnita e. Altc lirnile remarcabi1e...................56
4. Operafii cu giruri care au limili. Cazuri de nedetermhare........-....58
5. Cdtew tesreme remarcabile is teoria Sirurilor.-..,. -".-..-...-.-..-...-...62
6. Siruri recurente si aplisdii ah M ln algebrtr -.-..........-......-.,-....-.-64

CAPIT0LUL il. Limite de ftrnst$
1. Vecinltifi. Puncte de acumulare. Limita unei tundii

intrun punct Limite htcrale. Propriettrli
2. Operafii cu limite dc tunelil Limite remarcabile.

Cazuri de nedeterminare.... ................................69
3. Asimptotele ftae,tiibr reale...... .......-...-...............72

CAPIToLUL lll. Functii eonlinus..".....--......... ..........75
1. Fsoclii continse imr-un punct. Puncte de discontlnuitate--...,"..-75
2 Opera$i eu tunqii c0ntinua....................... .........77
3. Propriettrli ale funcfiilor contlnue pe intervale.... ..........-.....-........77

-r5r,

CAPIT0LUL tV. Derivate.......-...-'...'.'-:...-..-.-.-.-' -'..-'.-:.-'...."""'^"" ""-'''79
1. Derivata una' fun{ii intr+n punct- Derivak laterale.'."-""""""':'79

2. Der,ivatdeunorfi@i *mentare. @€ra$ cu fun{ii derivabile"''"80

3. Deriva{ea tuoqiibr c0mpuse. t}srivirea funqthi inverse"""""""82

4. lftterFretar€a geomelrici a derivatei-

Pun&e remsrcase pe grafaul unei fun{ii..'-...'.-"""""""""""'83
5.Oeriiabde srdin spnbr..-..... """""""""""""84

CAPf0{-ltt V. FroBdeti$ ab tun{iilor derirailib pe m inferval """"'86
1. Tsemalsifennal
2. Tmrerna lui Rdh. $rul lui Bo{e

3. Teorana lui l4rrange $ mnsec*rple ei -.'--."..-."""""""-""-"""'89
4. Rqufle luil'ilospitrl."....-.'.'.-'.-' '"'-"-,r'-"""11
s. eofuf givxel?n$itrrstrdtulfm@or .""""""'90
6. Rotut deirrdei N dosa?! studisl fiiscttllot...,..-.....-.-,....-.-..'-,'-"!1
7- 8€preefitarea grefid a turuiiibr nwnedce .'.......""""""".'""""'93

CAPlT0tlrt Vl. *i{nitlt€ '...-.-.... "'""""'-"""-'-"""97
l. tu$iicare artmil Frirnitive ...^' ......."""""""""'97
Z. UAoga lr*eggrii prin Wrli....... "-,'-"'""""""'1S
3. Mffodsb d;sciimbre de variabiti..--..-.-.'.'..-.-....'."":"""""-"'1{X}

CAP{TOLIIL yll. lnteEral€ defmite ...."""""""""""'1m
1:Oivizisni d€ ffiui inbyd. $tt$e Rfunann.

l{o$urwade fttqb*$fg{M """"""""""""102
2 kei$ffi *xW oort*xn. tuficda l$i L€{bd}Nemtun""""'104

3. Prdrie4iab*meiralddetuib """""""""""106
4. lnlagnd ffieitu co{rtir*rf. T$o{€{m & srdts.-"""""-""""' 107

g. Me6& it*eqrtu{ win pA$.-.-...-..-

6. Mefoda sdris#irf, # valilbiE.-.....
7. Mqrara fin{iiF ra$0nde......---... "-"""""'"'109
e.Adi;4f,ahlr*4reide&rfre------..-... "-'-""""110



, : Capitolull *,

CALCUL VECTOfiIAL
' 1. Segmen& orientatq \.ectori.. 

Adrrnittrsa vectorilor

lnformare 9i'mrtAF'rJ
r O permhe odo$a$ de rcte (A, B) din $an se nuqe segmcnt

sas ue.ior &garq se rcteezi AB . Un segrnent IARJ din
4* t{ * BJ devine segmeht'orientdt dacd pe d se ?xcarl m sens
de percurgere-

r Punctd A se nrryte origiwa (pwlc$l de apllxlie), isr trmctul B
s.tann ,itr, eflrentiwtea (vffid) sgFFar-td oristrat AB.

. Se n$rn€lte vtcgt Ebcr mtqid t*umr sqd€ntelor-ori€atate
ee@ne eu on rymest orienrat & ftice segnao*t o,rieIltat ds
rctdfamilie semtfiqll€ reprezenrurr al vecorului liber'

o krF|B a rmE rs $ecbr libs fo$iEF.lierc mfr;i (de exearS'' f'
a,6'eta) se foh*in lln rcPrezcxn&iltlsiu (de €xemph,48 I

in cele ce urrne4 in hc de

v€ctof.

soune, mai simphr,

o Doi vccori s€ nrrs€sc djniariMs re**i dkec{i,e-

r yeeedrrr,!eJ, noaid, esre rwarul de ktngim€ zao. El nu ale dm!-

1ie $ nici sff. Foate fi repreaen** grifie-Es [ns€1. Prin coavenlie'

vectsul nul esle coliniat cu orice vecsr.
r Doi vcctori i $ i smt egdf ($ scriemfr =f ) fuI otics rerezcn-

tlnr al lui i este mhipoknt cu orbe reprczentd al lui i.

Adonara vectoritor

Pentru a adum doi vecrori liberi ahgern cAte un rcprezentant al br. ASa-

dar, a&s@ wctorihE Ab€ri reYine h a&narca segmentelor orienete.

Aewrce va@rilar colinifii

r Dacd vectorii eoliniadA$ i au acclEi stn atmci wcbrul wr6r6
are aceeaqi direcl*e pi acelaEi ses cu ci doi YEctori' ier tungimea

acestuiaesteegal*cr sm langimibrlor: ld+61= l6 t+ tt l.

o Dactrretorii JonniariA$6' oo to"*i op6€, ammi €torul sume

A+6 er-wi&ec{k e cei doi recrorl serarl cdd md lung dinre

ei, ir ha6ime* sc*i* ese qtF'cn dihrenp hrre lurgimea ehri
nai rre $ kgilmceliri ffii cic dase ei

,/B
,/,/

.A
vecbr liber iort

r I rasimea $egroantshi fiAl re xrrrcEe rrloddr.t segrnen$hri qia-
tat g se noreazi [-{.

o Dreapa AB se rt[m€ge s4por@t segmenurhd otie$at Ag .

r Doui segrrco€ ori€Dtate o. aceeagi direcgie dsc{ slrs siffite g€ pe
acoea$i &eae6 NSG{, fie pe nryortri pora}da

o Eonl egrrl# dislts$e carc au acea$i @ie pc* ele aocla$i
sens sK sasui operc.

-/ 
-/ 

s&I 
-/ -/./r'

r Dmi s4nrarte orirmre $. rnnnsc eipdav Man rceeaOi di-
re4ie, 'cdeSi sffi $i d4i rnc&L NorIE, de exerryh, IA - 6.
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e,a+ee=en

A
o Pentru a aduna doi vectori ,.inlin{uiti",

adicd agezali astfel incAt originea unuia
coincide cu extremitatea celuilalt, folosim
regula triunghiulzi: vectorul sumi este dat
de cea de-a Eeia laturi a triunghiului gi are
originea in originea primului vector, iar ex-
tremitat€a in extremitatea celui de-al doilea.

,q,E + SC = AC (relatia lui Chasles)

Proprietd $le aduntrrii vectorilor

Asociativitatea: (A + b) + 7 = d + (b + t).
Comutativitatea: a + 6 = 6 + a.

Elementul neutu(vectorul nul d ): a+d*d+a =a'
Vectorulop,rs: pentru orice vector d exisld un vector notat -d' cate

ur. ur""ugi direclie $i aceeaqi'lungime eu i, dar are sens opus' Are

loc relafia: d+(-d)=(-d)+d=O .

o Definim diferenlavectorilor n 9i 6 pr,in: a-U =a+<-61'
r Observtrm ci diferenla a doi vectori se [nate

obfine qi in modul umlAtor: se agazd cei-doi

vectori astfel incit aceqtia sf, aibtr aceeagi

origine qi li se unesc vArfrrile' Vectorul d - 6'

eite cel care uneqte cele doud virfuri, avAnd

originea in vdrful lui 6.

ApliraYii
1. Se considerd hexagonul regulat ABCDEF'
punctele M, N, P, Q, R, S rnijloacele laturilor

tABl,lBq'..., [FA] li O centrul sdu. .4

Scrieli:
a) segmentele orientate care au aceea$i di-

reclie cu AB;

=*l ;l
rcspcclrl i. r ...... ]

A dunare d i e cto ri lo r oare c cr e
Pentru a aduna doi vectori ctafd au aceeaqi origine folosim regula pa-
ralelogramului: suma a doi vedtori cu aceeagi origine este reprezentatA
de diagonala paralelogramului cu aceeaqi origine a vectorilor, parale-
logram care are doui laturi consecutive,'vectorii dati.

h

e -O

------>

I)

e Regula triunghiului poate fi extinsa h regula poligonului: pentru a
aduna mai multi vectori ii ,inlintuim", adici ii a5ezdm astfel incat

b) segmentele orientate care au acelaSi sens cu A8;-
c) segmentele orientate care au aceea$i lungime cu AB;

d) segmentele echiPolente cu AB.

Solulie

a) rq lL ry2E,N,or;
b) Fc,sN, RP,OC,ED,FO;

- - - oe,on;oc,wdE,6Fac;q ry9!DE, EF,FAsart

d) oc, ED, Fo.
13

originea fieciruia, incepdnd cu al doilea,
sa coincidf, cu extremitatea celui precedent:
vectorul sumi se obline inchizAnd poligo- 

A
nul, adicl unind originea primului vector
cu extremitatea ultimului vecror.

IE., sC + Cn = AD
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l. $iruri de numere reale. $iruri monotone.
Mullimi mirginite. $iruri mdrginite

Informare gi invdlare!

Definifie
Daci A Ei B sunt doud mul{imi nevide de numere reale, orice func$ie

J : A-+ B se nume$te funclie numerica.

$irurile de numere reale sunt funclii numerice / : Ao -+ IR. definite

pe Ao = lk, k + l, k + 2,...1, unde & e IN. valorile functiei fiind termenii

girului a,, = f (n). De cele mai multe ori k =0 => A* = [,I sau lc = I +

- Ar = n{. Este suficient ca qirul sd fie identificat prin mullimea or-

donatd a valorilor sale, notati (a,)u.Ar.

$ilurile pot fi identificate:
r prin enumerarea termenilor, suger6,nd o reguli: di. dr- r. a*-",... {in

acest caz, existi riscul ca r€gula sugerata sA nu fie unicd);

r prin termenul general (legea de corespondentd a functiei): 4, = /(n),
Yn2k;

r printr-o relalie de recurentd care exprimd orice termen de la un rang ln
sus in funclie de termenii precedenli: a,,*, = tp(.n, ao, a**r, au,, ..., u,,),

Vn > p, insolitd de precizarea primilor termeni 4., at,..., ap.

Definifie
r $irul (a,),. p este stict crescdtor dacd qr numai dacd a,, *, - a,, > 0,

Vne IN, respectiv esre strict dcscrescdtor dacd qi numai dac6

a,*r-4,<O, VnelN in oricare dintre aceste doul cazuri, putem spune

cd girul este srrict monoton.

I ! i. r' "'

o $irul(4,)**este crescdtor dacdqi riu"mh"itacac,,*' ^a,, > 0'Vne IN,

respectiv este descrescdtor daci 9i numai dacd anr,-a,, <0,Vne IN'

in oricare dinue aceste doud cazuri putem spune cd qjrul este mottoton'

Teoreml

Dacd 5irul (4,,)n.* are tenneni strict pozr0ivi, atunci el este crescttor

rlaca 
/IT *L > 1, V r e nr qi este descrescttor daca 

cjrl'< 
1, Vn e IN'

d,, an

r)b,rervai:lie: Teorema este valabilf, 9i pu*n; stricta monotonie dacd

r rrcg;lr titile sunl stricte'

llellr r(ii

r O submdllime A c IR, A * lR este ndrgiltitd dacf, qi numai dacd existd

P>0. rstfel incit lal < P.Yae A.

r $irul (a,, ),,.r* este mirginit daca mullir*r,ea [4,,In e IN] este mdrginita'

2. $iruri convergente. giruri cu limiti infiniti'
Crlterii 9i ProPriet6{i

I nf o rm a re 9 i in vd,ta re !

Dcfinitie

N{ullimea IR = I8. u {*' + *} se nume$te dreapta incheiatd'

()bsen'apie: to nu sunt numere reale.

Dcfinilie
tln $ir ('v,,),. * are limita /e F daca pi numai dacdin afara oricfuei

vecinirdli a lui 1 exista cel Inult un numdr finit de termeni ai Eirului Se

'crie lim .rn = / sau :!, + 1.

Daca'iri-qir are limita le IR, spunem cd $irul este convergent' Dacd

;irul nu are limita finitA sau nu are limitd spunem ca este divergent'

s2 53
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' ffi:rhtdc{E3c$ccc
r gnit{r;f,,.; rc"-iq feX dect ti fmi,liFr \ft>q
-+r* * pt*r"rir;' ;14aiqn h -4*e

r$irdGL.r*&dt+cpH* idr;Yglq
dhglpGfficb rZiEffi-& >q

r gird{4.}..5* fitr L$.&.i $i @d drr\fr >O,

r# idlffi cix clq., em -q. < -e
ft.vr$c Pce@ffi5stn?aqB e ocriq,iiia
* [Efn ffi ffi oc s+{.t e @, dira dE l&.,

r ftb $r #r:cscry$ trettllIdr rctr-E q.
.r.IrCCIEgIrGrcry$rt4lE&@ .*-
r fld n fr re firil- rri db drgr d si * accc4i
r n".r h,-* fr qidr ffi r&Sn[i rl -oh #ftrirE,
esqu-

r 0g rn !t sq rc $i* s. mlfup& dd it*il4
ddg rfi+fir ltudf" ami dd * a Frtr {qr
unu*toft&t**rril:

f Ebr{{la (ii.L*r E {}qYren FiFqln{uqt

n*#rl
kl$d t+I.ro g tnS&<&<-<t,<-. il *r€f,Y
gd ftq?*r *"r*"F@d*tr &L.,*
ttqic{n
. Utr rri fr, &ctFid, €rE qqi.
r Hrcrnigir@nrg4sl frergeatlm s rcffi&

-rcffiqfuffi
-iffimrlnl.frd&Pr;-
-gfrft61ag*-ffider.rEri . i:

r ftb$qjmet3d+riF ild.gidf- .

r llacnrird $Efi"-rrgeqwegh*ry $rd(4)"* cw

cil[tdgE4ho
r Dari$rul t4.)'" r o unai ncaffi -* stidffi S Erfi-

ghfr-Mit'ml G.L.r "" *=t*X cslcccvergcrao

r H $d (4.)"* ;: t;* ermlc4rnt'fr $'}r fitd fuF'Lc rr sBE fr-

A ; d*k")..rffi prit t i4'*'vne xe'l' ffi

s@h0-

Crruntqfr$
r hcl lr;!. s €sG m Sir cotrtE gld h O' te n 5i rrisrA t e ['

d b;-l& -4. i',' Pmu v" >f",4o ]go: t
.*o tr,l..r &m$rcrnn*r;'$:".riE' s' ryrrft

t" >Io"P'iloq VnlL mci lbt"q=t'
r hcl(I")"e rcstc uqro ntd}. qi a*idi le *' ads"tit

.r;<)",P@ V*)t' d tm4=*'

Ofrrl$cr*ulGG3!e
fu de ffi rirui rmer4' (q'1". t s B4 :a p p')" r

" ' -1" d1L'c Fh qor4ii tuc Wmi *
cu --b,=D' 

'm tgl
.+_

*G*"*ffii ctod"t"*gl$ ilst mtaq*e
ru $nirs *tidm eesi*"r;csfi** hrc o p D'&
r tm{q+}'}=e+&

. ilt*'[f:.-hnpricdrtrm{nr4'}=c'c'va€ n; .

. h{qf =rle""'fba ;*4t o=h=q c* ce cu & ffiirm!
55
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Trecerea la limiti in inega,l$-lj..gir,

Fiind date doud qiruri convergente.(an)n.* cu liman=agi15n;
cu ]ig&" =b, dacdexist6.ke [f- asrfel incdt n,<t ,i,Vor-t,arunci a

-Criteriul cleqtelui

Fiinddatedouiqiruri lrd),es{ cu lim.r,,=/ $i (-l;),,.w cu lim-v"
,it4

daci penuu $irul (zn)n€.N. €xistii ,/te 0'I, astfel incAt x,Sz,
.Vn ) /c, atuaci $iru.I .(2,,),,. or este convergent gi lirn 2,, = l,

..1:'

Teoremi .,.. " ^ .. .. : .. 1.t ,.,1 :.; t 1 ,. , ,.t ,
tL. " r

$irul (4),,.N cu termenul general e;, = f ,1esie 
convergent $i'liin4, =e.

TeoremE (limite de qir.uri remarcabile)

Daci lim x,, = 0, atunci:

-\!
l.y i16I{---IJ - hrd. pentru V ae (0. *) - {l} :

a *- -l'r

ln(l + x., )
l)llm-=l;

.\,

3t t,m i.l-' !.)'--*! = r.vre IR-r
.Y,

4r l,m 
sin "' = hm 

tEtu 
= Il

I r- In r-- tr

arcsln r arctg r.
5ilim-.-.,...'-,,=lirn-_-.',,=1.

-\,, j{;,

Teoremn

$irul (c,,),;r1 cu tefln€nul general co =1+*+*+...+-L-lnn este con-'':3n
vergent qi notdm lim c, = 1, unde 1e (0, l) - @.

'+6
't = 0,5fi ?1 ".. (constanta lui Euler).

CAteva teoremfu despre ;iruri convergbnte
. IJn gir sonoton qi rnirginit este convergent (Weiersrrass).
r Orice $ir monoton a-re limitd. l

r Orice Fir convergenr esrc mirginit.
o Orice $ir mdrginit conline un subgir convergent (Cesilro).

3. Numirul e. giruri cu.limita e. Alte limite remarca,bile

lnfonnare gl inveprcl
Teoremi

r r \r
$i.rul (e,,),.$r cri temlenul general e,, =[t-;] este convergent

lim e,, - e {primul nunrir al lui Euler)-
h-6

Numirul e este ira,ional fi e;2,'71828..." 2 < e < 3.

Consecin{S
.1

Drcd lim r,, = 0. arunci hm = (l + x,,\*" = e
4-r4

caz particwtai: j* =(t -#' ="


